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Ô Ø�Ý4Í ã^Ø�ÍtÍrã1ÎpØ�Õ^Ô�×�ÎbÞ�ÓuÔ�Ø�ÔtØWßbßUä1Þ�Ø�Í Î%Ø�Ô�Í ã1ÎpÚ1ØAÍ�Ø4ÚXÎ)Ô�ÎbÞ àWÎ)Ôbá
7�Î%Í ÎbÞrÜ�Ó.Õ^Ø�Í Î%Í ã1Î�Ó.Í ÎbÞ�ØAÍ�Ó.Ö�Õ	×tã1ÎbÕ
Í ã1Î%ç^Ø�ßrøG×tØ�Þ�ÚwÎbÞ Þ ÖWÞ'��������ÓqÔtÔ[Ü�Ø�Û=Û.ÎbÞ�Í ã^ØAÕ	Ü�Ø�ßrãXÓ\Õ1Î�ÎbÏ^Ô�Ó=Û.Ö�Õcî^ÖWÞt×tã1ÎbÕ_Ó.Í�ÚXÖXÎ)ÔtÕ1Ö�ÍtÚXÎ)ßUÞ Î)ØWÔ�ÎpçXÝ
Ø�ÍtÛ.Î)Ø�Ô[Í Ølè¦ØWßUÍ Ö�ÞtÖ�è7Í�×�Ö�ßUÖ�ÜwÏ^Ø�Þ Î)Ú|×�Ó.Í ãLÍrã1Î?Ï1ÞrÎbà�Ó.Ö�ä^ÔoÓ.Í ÎbÞ�ØAÍ�Ó.Ö�Õcá�â�ã1Î�ÛqØ�Í ÍrÎbÞ�Í Î)Ô[Í�ÓqÔ�Í Ö�Ø�à�ÖAÓuÚ
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(a)  U(K, J)  = 

=  T

JLKMJ N�O*PQO*RSRUT�RWVXOZY/[Q\]P ^S_#O`[Q^S\]acbd^e[Qfhg1^SgWT�RS^Ua1^Ua1i

�üoû"úDíPõJõ$î�ï�õ$÷�ó;û$í4ò3ü,ø@ù.÷	5�þXõ$ûd�D÷�õ"ó;þ$í4ïg÷:í4üj�D÷6ûXë¤í]ñ�ú�ò�ù�û"ú�÷uý�ë�þXëMñ&ñ4÷;ñ - ë3ó;û"ò3þ^í[ö�ë�û$í4ò3üoëMñ�"3ò3þ$í4û"ú�ê
î�û$í&ñ]í4ö6÷�õ*û"ú�÷�ýDí4ý�÷;ñ&í4ü�÷S÷64,÷�ó;û�ÿ��.ú�÷6üGù.÷:��í�õ8ó;î�õ"õ@ú�ò�ù2û"ò1í4ê1ý�þ8òk&�÷Rû8ú�÷Rýg÷6þ - ò3þ"ê ë�ü�ó;÷�þ"ò�ï�î�õ$û"ü�÷�õ"õ
ï��¢í[üDû"þ"ò#�Dî�ó8í4ü#"¡í4ê1ê1÷,��íPë�û8÷sõ$÷6ü���õSë�ü�� þ"÷�ó;÷;í�&3÷�õ6ÿ2�.ú�÷ - ò�ñ&ñ[ò�ù.í4ü#"¡ü�ò3û;ë�û$í4ò3üNù.í&ñ&ñnï�÷Gî�õ$÷,� í4ü
�yíl"�î�þ"÷m;��>ë�ü��1û8ú�þ"ò3î#"3ú�ò3î�ûmû"ú�÷n��íPõ"ó;î�õ"õWí[ò�ü,ÿ�o0p#qsr,pLt1ü�ò�ûXë�û$í4ò3ü*íPõmî�õ$÷,� - ò3þ£í[üDû"÷'"3÷6þ.þXë�ü#"3÷�õ�ë�ü��
õ$î�ï�ê ë�û"þ^í�ó;÷�õ�ÿ

uv�£þ"òló;÷�õ8õ�
 ! õ
wyx{z{|�}�~3����� = û"ú�÷nõ$÷6ûIò - ó;ò�ñ4î�ê1üJý�þ"òló;÷�õ8õ$÷�õIû8ú�ë�û.ò¤ùHüSïDñ[ò�ó8ô�ó;ò�ñ4î�ê1ü �

��ò3þ.÷;ì�ë�êOýDñ[÷3ø�í4ü��yí�"3î�þ"÷���ø x{z{|�}�~3� � �L��x{z{|�}�~3�����L��� �#�6�/�7ÿ
wyx{z{|�}��'����� = û8ú�÷nõ$÷6ûIò - þ"ò�ùNý�þ"òló;÷�õ8õ$÷�õ.û"ú�ë�ûHò¤ùHüSïDñ[ò�ó8ôSþ"ò�ù �

��ò3þ.÷;ì�ë�êOýDñ[÷3ø�í4ü��yí�"3î�þ"÷���ø x{z{|�}���� ; �s��x{z{|�}��,� � �L��� � ��;Q�����7ÿ
wyx��h��x{z{|�}�~3�����*��x{z{|�}��'�����
wy��� = û"ú�÷>ý�þ"ò�ó;÷�õ"õ.þXë�ü�ôwë3õ`í]ñ&ñ4î�õ$û"þ;ë�û"÷,��í4ü��yí�"3î�þ"÷��

uv�rë3õ$ô�õ£ñ�ë�ï�÷;ñ&ñ4÷,�Jí4ü��yí�"3î�þ"÷<;,�
w � �����,� � = ��ë3ó;û"ò�þ$í4ö6÷ ë*ïDñ4òló8ô�ó;ò�ñ4î�ê1ü�ò�þ�ë�ïDñ4òló8ôSþ"ò�ùn�
w � �����,��� = �3÷6ü�� ë\ïDñ[ò�ó8ô�ó;ò�ñ4î�ê1ü�ò3þ@ë�ïDñ4òló8ô þ8ò¤ù

��]����e���¡ �¢¤£¡ e¥�¦¥�§�§�¨,©'�¡¦X¢3ª«�¡¥�©¬�¡©'�¥3£¡��®?�¡©	ªe�'�¡ �ªS¢X e¯+°L±,¨�ª²�¡ª²�¡ {©,�³3£´�¡³X�¡±H£µ�6°¶¢3©,®? e¥��¡ �¥�§��¡ªeªe�®��¡©	ªe�,�®'�¡ e¦¨, e «�¡¥6©Q·

;+¸



¹yºh»6¼,¼,¼�½ ¾1º�¿,À6¿6Á�ÂQ¿ Ã�Ä/Å�Æ#ÀXÇdÀ6ÆÈÅlÉ#Ê�ËdÆQÌ�Ã�Ä/Å�Æ#ÀXÇ�ÌXÆ+Í
¹yÎÐÏlÑ6Ò»6¼,¼,¼ ½²¾1Î�Ó*Ô#Ã+ÕX¿ ÕXÖ#¿{ÕXÌ�Ã�Á×Å×Á�Ë#Ø�Ù¤É#Ä#Ê�Ã+ÕXÌÁ×Ú�É�ÙUÁ�Ë#Ø�Û¶»�¾�Ü6Ý0½LÃ+Ë�Ô0ÞÐ»�Ý?Ü,¾l½

ß Ö#¿LÓ�Ã+Ì6Ã�Å×Ål¿6Å�ÙÓ�Ã+Ì6Ù¿1à]Î�áSÃQÀ6ÕXÆQÌÁ�â,Ã+Õ¤ÁlÆ Ë�Ã�Å�ØQÆQÌÁ�ÕXÖ#ÊcÁMÙ]ÌÁ�ØQÖ/ÕXã«Å�Æ/ÆQÇQÁ�Ë#Ø{Ã+Ë�Ô²Å�Æ/Æ�Ù¿6Å�ä�Ùä/Ë�ÀXÖ#Ì3ÆQË#ÆQÉ�Ù'å
ÃQÙ�ÙÖ#Æ+Í�Ë¬ÁlË%æ�Á�ØQÉ#ÌX¿?çQçQè<éSÕÐÅ�Æ�ÆQÓ�Ù�Æ+ÂQ¿'Ì�ÕXÖ#¿:Ë/É#ÊmÄ`¿'Ì�Æ+ánÙÉ#Ó�¿'ÌXË#Æ#Ô/¿,Ù'è ß Ö#¿�Ý	ãeÕXÖ?Á�ÕX¿'Ì6Ã+ÕÁ�ÆQËêÆ+á
ÕXÖ#¿{Å�Æ/ÆQÓ�À6ÆQË�Ù�ÁëÙ¤Õ�Ù�ÆÈá9ÕXÖ#Ì3¿'¿mÙÕX¿'Ó�ÙH¾�»�ç+½1Õ3Ö#¿�Ó#ÌXÆ#À6¿,ÙXÙ²Ù¿'Õnì{í{î�ïWðX»Ý0½ñáòÃQÀ6Õ3ÆQÌ�Ù�ÕXÖ#¿{Ä/Å�Æ#ÀXÇ?À6Æ+Å�É#Ê:Ë
Û�»�Ý ¾1ó	Ü�Ý�½�ôW»�õ/½{ÕXÖ#¿�Ó#ÌXÆ#À6¿,ÙXÙ<Ù¿'Õ:ì{í{î�ï�ö�»�Ý�½²áòÃ À6ÕXÆQÌ�Ù�ÕXÖ#¿�Ä/Å�Æ#ÀXÇ%ÌXÆ+Í÷Þ{»Ý?Ü�Ýùøjçú¾�ó0½6ô
Ã+Ë�Ô?»�û�½üÃ�Å×Å9Õ3Ö#¿�Ó#ÌXÆ#À6¿,ÙXÙ¿,ÙWÓ�¿'ÌáeÆQÌXÊýÕXÖ#¿�þ�ÀXÖ/É#Ì8À6Æ Ê:Ó/Å�¿'Ê:¿'Ë�Õ{É#Ó*Ô#Ã+ÕX¿�Ä�ädÛ¶»�Ýÿø�ç�¾#ó	Ü�Ý�½1Ã+Ë�Ô
Þ{»�Ý?Ü6Ý÷ø ç ¾nó�½�è ß Ö#¿	ÅMÃQÙÕ�ÙÕX¿'Ó ÌX¿'Ó#ÌX¿,Ù¤¿'Ë�Õ�Ù�Ê:Æ�Ù¤Õ�Æ+á�Õ3Ö#¿�Í�ÆQÌ3ÇvÃ+Ë�Ô Ã�ÅMÙÆê¿6Ú#Ö/ÁlÄ/Á�Õ�Ù Ê:ÆQÌX¿
Ó�Ã+Ì�Ã�Å×Å�¿6Å×ÁëÙ¤Ê÷ÕXÖ�Ã+Ë�ÕXÖ#¿�ÆQÕXÖ#¿'Ì�ÕÍüÆ:ÙÕ3¿'Ó�Ù'è

æ�Á�ØQÉ#ÌX¿<çQçQ¾ ß Ö#¿{Ó�Ã+Ì�ÃkÅµÅ�¿6ÅLÌÁ�ØQÖ/ÕXã«Å�Æ�ÆQÇ Á�Ë#Ø�ÛWÞ áSÃQÀ6ÕXÆQÌ¤Álâ,ÃÈÕÁ�ÆQË]è
�������	��
	������������������� ����� �"!$#&%�')(�*�+�,.- � �)�0/1�3214657�8 �:9;
=<�>�?A@ �	��
	�;B�:
C��D	EGFGH � ��I=��J:�)�K6@AF�L H � ��I=��J:�)�.9;
M9;N	@�O	<;
	�:@AP�P;@AP�>�FBERQS<�
UTVT.N	
SF	@A@3L�>W946XZYA4A[ @��:@A>�\=@ H � ��I=��J]�^��_`<;
=Ea
CF	@�O	<�
	�:@AP;P�>WF�(�*�+�, - � �)�465b��� ��dc ��� �"!$#&%�')(�*�+�,�e � �)�0/f��214657�8 �:9;
=<�>�?A@ �	��
	�;G<;
UThg � �^J]�jiV��I=�)�K6@AF�L g � �)J:�jiV�kIC�)��9�
SO	<�
	�:@lP�P�@lP�>�FGERQG�:
C�WDmEGFRT.N	
RF	@l@3L&>W946XZYA4A[ @��:@A>�\=@ g � �)J:�niV��I=�)�0_o<�
=Ep
=F	@�O	<;
q�r@AP�P�>�FB(�*�+�, e � �)��>s_1tuF	@l@3L�>�9465b��� ��dv �0���$�Rw��x�jiV�"9;
G���y������Mz��V�ni{��9�
G������|�k!	#&%�')(�*�+�,�e � z=��}m5~��#&%�'�(�*�+�, - � w��}	5b��H � z	J:�)����V��}m5~��g � �^JAwy�������/y��214�5� O�L 8 9�@ 9�< 8 >���>�F	�MP;D	�	E 8 9�<;>s��� � z	Jlwy����� � z	Jlwy�1��H � zmJ]�)�0�Ug � �)Jlwy�465b��� �465b�������

éSËÿÕXÖ#¿jÃQÀ6ÕXÉ�ÃkÅ�ÁlÊ�Ó/Ål¿'Ê�¿'Ë�Õ�ÃÈÕÁ�ÆQË Í�¿�É�Ù¤¿jÃp�f�����=���o�y��� ÆQÌXØ�ÃÈË/Álâ,ÃÈÕÁ�ÆQË ÙÆ(ÕXÖ�ÃÈÕ%Ó#ÌXÆ�À6¿,Ù3Ù¿,Ù
ì{í{î�ï ð »�Ý ø�ç+½]Í¶ÁµÅ×Å]ÙÕ�Ã+ÌXÕLÙÕX¿'Ó<»�çÈ½]Æ+á#Á�ÕX¿'Ì�Ã+ÕÁ�ÆQË<Ý ø�ç�ÃQÙLÙÆ/ÆQË:ÃQÙsÕXÖ#¿�Ì�ÃÈË#Ç�ã��ñÉ#ÓZÔ#Ã+ÕX¿Ð»�ÙÕX¿'Ó<»�û/½3½
Æ+á�Á�ÕX¿'Ì�ÃÈÕÁ�ÆQË�ÝÿÕXÆ�Ä/ÅlÆ#À3Ç À6ÆÈÅlÉ#Ê�Ë�Ýcødç���Ë/ÁMÙÖ#¿,Ù'å/Ä�¿6áeÆQÌX¿nÀ6Æ Ê:Ó/Å�¿'ÕÁ�Ë#ØmÕ3Ö#¿�É#ÓZÔ#Ã+Õ3¿�ÕXÆ�Õ3Ö#¿�ÕXÌ�Ã�Á×Å×Á�Ë#Ø
Ê�Ã+ÕXÌÁ×Ú��Ð»�Ý ø ç{¾�ó	Ü�Ý ø0õ:¾Qó�½LÆkÍWË#¿,Ô:Ä/ä�ì{í{î�ï�ð3»�Ý2ø çÈ½�èLæ�ÁlØ É#ÌX¿:ç,õÐÁ×ÅµÅ�É�ÙÕ3Ì�Ã+ÕX¿,ÙWÕXÖ/ÁMÙ�ÁMÔ/¿,Ã
É�ÙUÁ�Ë#ØúþQÕ3¿'Ó�Ù�Ý Ã+Ë�Ô0Ýùø�ç:Æ+á�ÕXÖ#¿<Ã�Å�ØQÆQÌÁ�ÕXÖ#Êdè�éSËêÕXÖ#¿���ØQÉ#Ì3¿Qå]Í�¿�ÙÖ#Æ+Í Õ3Ö#¿�ÃQÀ6ÕÁ�Â ÁlÕ¤Ál¿,Ù�Æ+á�ÕXÖ#¿
á ÆQÉ#Ì�Ó#ÌXÆ#À6¿,ÙXÙ�ØQÌXÆ É#Ó�ÙüÃkÅlÆ Ë#ØmÕ3Ö#¿nÕÁ�Ê:¿²Å×Á�Ë#¿Qè ß Ö#¿nÓ�ÃÈÕXÖ�Ê<Ã+ÌXÇQ¿,Ô�Í�Á�ÕXÖ<ÕXÖ#¿8Ô#Ã ÙÖ#¿,Ô�Å×ÁlË#¿�ÌX¿'Ó#ÌX¿,Ù¿'Ë/Õ�Ù
ÕXÖ#¿�À6ÌÁ�ÕÁMÀ'Ã�Å�Ó�Ã+ÕXÖ]å]Õ3Ö�Ã+Õ²ÁMÙ'åsÕXÖ#¿:Ó�Ã+Ì�ÃkÅµÅ�¿6Å�ÌXÉ#Ë�Õ¤ÁlÊ�¿�À6ÆQÉ/ÅMÔ?Ä`¿�Ì3¿,Ô/É�À6¿,Ô0ÆQË/Å�ä	Á×ánÕXÖ#¿�À6Ì¤ÁlÕ¤ÁëÀ'ÃkÅüÓ�Ã+ÕXÖ
ÁëÙ�Ù¤Ö#ÆQÌXÕX¿'Ë#¿,Ô*è ß Ö#¿	Ä/Å�Æ�À3Ç%áSÃQÀ6ÕXÆQÌ¤Álâ,ÃÈÕÁ�ÆQË Õ�Ã ÙÇ�Ù��'æ »�¼,¼�¼´½]��Ã+ÌX¿dÉ�Ù¤É�Ã�Å×Ålä ÆQË Õ3Ö#¿�À6ÌÁ�ÕÁMÀ'Ã�Å{Ó�Ã+ÕXÖ]å
Í�Ö#¿'ÌX¿,ÃQÙÐÕXÖ#¿�É#ÓZÔ#Ã+ÕX¿�Õ�ÃQÙÇ#Ù)�'Îÿ»�¼,¼�¼ ½]��Ã+ÌX¿�Æ+á Õ3¿'Ë�Æ+ÂQ¿'Ì¤ÅëÃÈÓ#Ó�¿,Ô?Í�Á�ÕXÖ�ÕXÖ#¿:ÆQÕXÖ#¿'Ì{Õ6ÃQÙÇ#Ù'è ß Ö#¿'ÌX¿�ÁMÙ
ÅëÃ ÀXÇ0ÆÈá¶Ó�ÃÈÌ�Ã�Å×Å�¿6ÅµÁMÙÊ áeÆQÌ�ÕXÖ#¿ �'æh»�¼�¼,¼´½:��Õ�ÃQÙ¤Ç�Ù8ÁlË þQÕX¿'Ó�Ù�»�ç+½nÃÈË�Ô%»�õ�½�å]Ä`¿,À'Ã+É�Ù¿�ÆQË/Å�ä0ÆQË#¿�Ù¿'Õ�Æ+á
À6Æ+Å�É#Ê:Ë?Ó#ÌXÆ�À6¿,Ù3Ù¿,Ù�Æ ÌnÌXÆ+Í�Ó#Ì3Æ�À6¿,ÙXÙ¤¿,Ù�Ó�Ã+Ì3ÕÁMÀ3ÁlÓ�ÃÈÕX¿�ÁlË?ÕXÖ#¿,Ù¤¿�Õ�ÃQÙ¤Ç�Ù'è ß Ö/ÁëÙWÓ/Á�Ó�¿6Å×Á�Ë/ÁMË#Ø?Ê:¿,À3Ö�Ã+Ë/ÁMÙÊ
Ã�Å×Ål¿'Â ÁMÃ+ÕX¿,Ù<ÕXÖ/ÁMÙ�Ó#ÌXÆQÄ/Å�¿'Êdè�æ ÆQÌ�Á�Ë�ÙÕ�Ã+Ë�À6¿QåWÆQË¢¡6£0Ó#Ì3Æ�À6¿,ÙXÙ¤ÆQÌ�Ù�Æ+á8Õ3Ö#¿�¤1Ì�Ã�ä ß û	¥�åLÍ�¿	ÆQÄ�Ù¿'ÌXÂQ¿,Ô
ÙÓ�¿'¿,Ô/É#Ó�Ù�Æ+á]Ä�¿'ÕÍ�¿'¿'Ëdç=¦�§ Ã+Ë�Ô�£�¦�§�Æ+ÂQ¿'ÌLÕXÖ#¿�Ë#ÆQË#ãeÓ/Á�Ó`¿6ÅµÁ�Ë#¿+Ô<Á�Ê:Ó/Å�¿'Ê:¿'Ë/Õ�Ã+ÕÁ�ÆQË�ÃQÙsÁ�Ë�æ�Á�ØQÉ#Ì3¿mçQç è

ç=¨



©0ª¬«m¯®A°²±=³¯´¶µ¸·�·¬y¹rºA®3»6º:ª ¼	½¾¼6¿ÀºAÁ¯°jÂ�ª Ây°�·�ª ½¯°�»6º�Ã	ºA°UÂy¹¢Ä »6½yÅ¶ÄÇÆÈ±jÅ�¯®:ª ½¯«�ºAÁ¯°aÉËÊ6Ì¯ÍÏÎ6ÐCÑ
¿¸»	Ò�ºl¼	®:ª Ó=»6º:ª ¼	½bÔ

Computation

(k−1)
U

( K:N, K:N )

U
(k)

( K+1:N, K+1:N )

F (U(K+1, :))F (L(:, K+1))U
(k)

( :, K+1 ) U
(k)

( :, K+2:N )

R (L(:, K+1))

R (L(:, K+1))U
(k)

( K+1:N, K+1:N ) F (U(K+1, :))

U
(k)

( K+1:N, K+1:N )

r PROC   (K)

F (L(:, K))

Other processes 

( K:N, K:N )
(k−1)

Time

U

idle Wait for synchronization

PROC  c (K)

Communication

R (L(:, K))

R (L(:, K))

( K:N, K:N ) R (L(:, K))

U
(k−1)

S (L(:, K))

F (U(K, :)) R (L(:, K+1))S (U(K, :))

R (U(K, :)) i d l e S (L(:. K+1))

R (U(K, :))

R (U(K, :))

Critical Path

P
K+1
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